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Riemannは1859年１１月，その有名な論文『与えられた大きさより小
さな素数の個数について」１８１の中で，素数ｐの分布とRiemannのZetａ
関数（(s)の複素零点βを関係付ける明示公式：
’(露)=息奈=急尚息''=婁烏F(蜜v"）
‐'i(鯨１－E{Ｍ+'i(鰯鼠ﾙｰ急ﾉご‘筈‘｡+'･州
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但し川=鴎;{耐(z+‘)+耐に-瞳)},">２，
７r(ｚ):＝'１{p≦Ｚｉｐは素数}，
創傷):=券(ｓ－１)両-汀(;)《(闇ｌ
ｌｉ(鯉')=ﾉq・等…．g州
・州-値篭雪
図はc･un‘の際"=璽に対しては;を乗ずる
を示した。Riemannはこの明示公式の証明のスケッチを与えただけであ
るのでvonMangoldtI61（I5117lI2lも参照のこと.)が1895年これを厳
密に証明したが，その方法はRiemaImの示唆したものと違い，今日von
Mangoldtの明示公式と云われる次：
妙(麺）：＝Ｚ'A(､）
＝"-f1理,異T芸-;log('一幸)-1.9伽(通>2）
…(2)
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logp，（、＝pα,withsomeprimepandsomeaENのとき）
…(3)
ここで，Ａ(沌)はvonMangoldt関数，即ち，
ハ伽)={!｡g:,脚潤.‘……….…ENo
である。
を証明し，これより(1)を得ている。また1908年Landaul31I41は(2),(3)
を経ずして(1)を直接証明している。
この論文では(1)を拡張したもの(定理１）を，Ｉ３１Ｉ４ｌの方法（'71も参
照）を使って導き，(2),(3)が得られること示す(系3,4)。即ち，（１）と(2）
は同値である。
しかし{91pl37では，
「其後素数論二於イテハコノマンゴルトノ途中ノ結果ノ方ガ大切ニナッ
テ来タノデ私ハコノリーマンノ素数式ハ遂二証明シナイコトニシタ.」
とあるように,以来現在まで「ﾘｰ ﾏﾝﾉ素数式｣即ち(1)が省みられ
ることはないが，私は131{41の方法とともに重要なものであると考える。
1918年Cram6r{11は，(2)より(1)を直接導いている。ちなみにl71Pl98
の記述：
"AdeductionofTheorem5､5(本論文上記(2)）fromThcorem5､4(同上記
(1))wasgivenbyH・Cram6r(l918a).”
は誤りで(邦訳下巻p､１９も，この箇所をこの誤りに気付かず，このまま翻
訳してしまった。）正しくは，
"AdirectdeductionofTheorem5､4(本論文上記(1))fromTheorem5,5(同
上記(2))wasgivenbyHCram6r(1918a).”
とすべきで，このことは111の論文タイトルそのものからも分かる。
先ず，次の定理を証明する：
定理１ｚ＞２，ｓ＝ぴ＋鮒,α＞１，ぴ＞０，－６＜グ＜α，一期くｔ＜
刃,ｓ≠β,－２，，１(ｍ＝1,2,･･･，βはく(s)の複素零点)，
9≦巧く９＋１(9＝2,3,…)({s'＝ぴ'＋ｉｔ'；|t'一Tbl〈詞5t可}で
,〈(s')≠０となるＴｂが各９に対して存在することは知られている.)に対
して，
'Ⅷ＝夫』翼‘患!｡Ⅷｄ"＋
＋余{』意"+蝋}幾1幽州"＋
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＋,､是腰‘菖十鉱…筈"一隅“
…(4)
証明
留数定理を砦log〈(⑩)と積分路Ｌに適用する。ここで積分路Ｌは6〉０
を奇数としてα士jzb,－６士jTbを頂点とする矩形で，これより線分{-6＋
鋤,β}をlog〈(⑩)の対数分岐点βからcutして取り除き,ｍ＝1,2,…,号
として,鈎形I-b+j六,－２m+'六,－２ml(－６+j余,－２m+j売,－２ｍを3頂
点とする区分的線分)，鈎形I-6-iE,１－jE,11(-6-jE,1－'６，１を３頂点と
する区分的線分)を，それぞれlog<(ｗ)の対数分岐点－２，，１からcutを
して取り除いたものとする(図を参照)。留数定理より，この積分路上で
log<(．)＝余ﾉI農log〈(")｡”
＝余{鰯+１篭蝿+ﾉ[扇爵半鰯＋
＋隠融!黒‘帆)幾1．州“
…(5)
ここでｑは,上記cut{－６＋jSβ,JOlによる積分で,点－６＋jSβから，この
cutの上側を通ってlog〈(⑩)の対数分岐点βまで行き，この点βを中心と
して無限小の半径で時計回りにこの点を一周して，このcutの下側に行き，
点－６＋jSfl,に戻る積分である。このcutの上側と下側では譜log〈(⑩）
の値は27Tj倍だけ変化し，変化しない分は上側下側逆方向の積分でCanCel
されるので,６→。｡,Ｅ＝；で，
鬼農!｡g‘(")｡"=2術‘ﾉq帯織,農｡”
→2耐‘ﾉ[l:｡農ｄ"=2禰腫筈心
である。C-2m上の積分は，cutI-6＋j六,－２ｍ＋j赤,－２m}上の同様な積
分で，Ｃ,上の積分も，cutI-6-jE,l-iE,1}上の同様な積分で，それぞれ
同様に6→CO,Ｅ＝；で，
ノL岬幾'･州‘幽=2鋪{蝋赤+ﾉ匂巽金}農“
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→2面底'確幾‘山=2誠ﾉご風~･筈嘩
ム農log<(加=2病‘{瞳十胤幾‘“
→2耐ﾉ[ｔｏ農‘"=2雨夜箸”
又［４１のLcmmcVIIより，６→ＣＯで
噸農１．９《(")“
“芋仙豊魁州+岬･豊川)→｡
withsomeconstantsc1，ｃ２
となり，
急瞳筈雌謹酬孟'二一
鍾志重祭尋
となるので，(4)を得る。□
系１
１．９《(．)=,星璽‘烏'一鋼婁÷易{'i(慾'－．)州-ｼ}‐
一Ｅ流{sgn(S(β－s))十sg､(S(ﾉﾗｰs))}－
ｓp＞ｏ
‐u(州爾穂州－，))+,重ﾉご'卿~繍筈‘"Ⅲ
注ＥＳ,>0汀i{sgn(S(β－s))＋sgn(S(,５－s))｝は見かけは無限和でヨ
有限和である。
証明
(4)で乃→ＣＯとする：
|ま見かけ 限和であるが
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蓮"'勉'log2偶十'ｕ')d哩十ﾉqlog'軌｝
無鯉'u'log'(恥')伽+(｡+')'･g2恥｝
141のLemmeVIIより，Ｔｂ→ＣＯで
庶鵡農'･恩〈(")‘迦奪夫に釧剛''．g璽偶十M血十
＜会に州｡岬)"+い
く夫{'･州‘十Ｍ,}→｡
同様に
隠農'・州‘鋤→･帆→｡｡Ｉ
また，
夫Ｉ薯農'｡g‘(州 誠鷲筈'･"州‘“
Ｅ'4121"-.
,<⑰ｌｏｇ冗
,雲璽',器)(ハ・
Ｚ'上p-m・
ｐｍ≦エ、
である。従って，(4)と
Ｍ=ﾉ〔:｡等‘．+雨鑓､(sα）
を使って(6)を得る。□
系２（Riemannの明示公式）
工＞２で
ル)＝li(皿)一Ｅ{li(鰯p)＋li(毎')}＋
ｇβ＞０
･･･(1)
ﾉ(｡,(’2当),｡g,一log２
証明
(6)でｓ→０とするが，lims→01i(〃'－，)に関しては，
｢訳者による補遺」ｐ､247の議論が必要となる。□
(4)又は'7}の翻訳
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log〈(w)duﾉー
定理２定理１と同じ仮定の下に
：(｡'＝売鰯{-'･寧農令涛}!．Ⅷ‘鋤十
＋夫{”+偽}{-1｡"農+満}'･帥
一Ｅ壁一塁-竺二竺皇+堂
，sp,＜Ｔｂｐ－ｓｍ＝ｌ－２ｍ－ｓ１－ｓ
…(7)
証明
(4)をｓについて微分すれば良い。(4)の第２番目，３番目の積分について
は一様絶対収束するので，Ｅｍについての項別微分は(7)の
量竺二2z二二
ｍ=，－２ｍ一ｓ
が，やはり一様絶対収束するので，微分操作は正当化される。□
系３〃＞２，ｓ≠β,－２，，１に対して
て③－星'八(")蝿-扇-易{農+患}-,二三蓋二十書
く'
･･･(3)
証明
(7)でTb→COとすると。(7)の第２番目，３番目の積分は系ｌと同様に０
に収束し，
去臓{-'･恩鯉患+濃頑}!．"1,伽
となり，
□
-'°g璽墓'鍔価-｡+罵器log(:)"-．
＝一Ｅ'A(")"-．
れく⑰
ＥＳ">0の項はＥｐｐ－１－‘(E＞0)の収束性から収束し，(3)を得る。
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系４(vonMaugoldtの明示公式）
＄＞２で
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証明
(3)でｓ＝０とする。□
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